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Modéle hiérarchique spatial

Modéle hiérarchique spatial
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Un exemple de modéle hiérarchique
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Modéle hiérarchique spatial

Champ gaussien
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Modéle hiérarchique spatial

x|0 ~ GF(p, X) champ gaussien

e ¥ = Q1 la matrice de variance-covariance de I'effet aléatoire (suit
une certaine fonction de variance-covariance - souvent de type
Matérn). Q est la matrice de précision.
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Modéle hiérarchique spatial

Formulation mathématique

0 ~ () hyperparamétres
x|0 ~ GF(0,X) champ gaussien latent

y|x,0 ~ 1_[7r(y,-|77,-(x)7 0) processus d’observation
i

@ y: les observations
@ 0: les hyperparamétres

@ ¥ = Q7 !: la matrice de variance-covariance de I'effet aléatoire (suit une
certaine fonction de variance-covariance - souvent de type Matérn). Q est
la matrice de précision.

@ 7(x) = Ax un processus gaussien avec A la matrice d’'observation
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Modéle hiérarchique spatial

Formulation mathématique

0 ~ () hyperparamétres
x|0 ~ GF(0,X) champ gaussien latent

y|x,0 ~ 1_[7r(y,-|77,-(x)7 0) processus d’observation
i

@ y: les observations
@ 0: les hyperparamétres

@ ¥ = Q!: la matrice de variance-covariance de I'effet aléatoire (suit une
certaine fonction de variance-covariance - souvent de type Matérn). Q est
la matrice de précision.

@ 7(x) = Ax un processus gaussien avec A la matrice d’'observation

La difficulté : estimer la structure de corrélation spatiale (X ou Q).
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Ler approximation : Approche SPDE

ler approximation : Approche SPDE

@ Principe de I'approche SPDE (Lindgren, Rue and Lindstrém, 2011) :

e 1 champ gaussien de covariance une fonction de Matérn ...
o ... est solution de I'EDPS ...

(k2 = 2)**x(s) = W(s), s€R’, a=wv+d/2, k>0, v>0
o ... et peut étre représenté comme un champ Gauss-Markov

(seulement pour certaines valeurs de v)

@ Ce lien entre champ Gaussien et champ Gauss-Markov fournit une
représentation creuse de |'effet spatial et simplifie les calculs.

Notations : A le laplacien, W/(s) un bruit blanc gaussien, x le paramétre
contrdlant la portée de I'effet aléatoire, v et a les paramétres de lissage, d le
nombre de dimension (2).
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ler approximation : Approche SPDE

Pour des valeurs données de v, les champs Gauss-Markov générent des
solutions approchées de I'EDPS. Les matrices de précisions de ces champs
Gauss-Markov peuvent étre utilisées pour formuler les matrices de précisions
des champs gaussiens. Par exemple :
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ler approximation : Approche SPDE

Pour des valeurs données de v, les champs Gauss-Markov générent des
solutions approchées de I'EDPS. Les matrices de précisions de ces champs
Gauss-Markov peuvent étre utilisées pour formuler les matrices de précisions
des champs gaussiens. Par exemple :

@ pour v =1, la matrice de précision s’écrit :
1

—2a 2
4—&—32 —2a 1
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ler approximation : Approche SPDE

Pour des valeurs données de v, les champs Gauss-Markov générent des
solutions approchées de I'EDPS. Les matrices de précisions de ces champs
Gauss-Markov peuvent étre utilisées pour formuler les matrices de précisions

des champs gaussiens. Par exemple :
@ pour v =1, la matrice de précision s’écrit :
1

—2a 2
4—&—32 —2a 1

@ pourv=2:

3a -3
-3(a*+3) 6a -3
a(a®+12) —3(a’+3) 3a -1



Modélisation spatiale, approche SPDE et INLA
(o] lo}

ler approximation : Approche SPDE

Pour des valeurs données de v, les champs Gauss-Markov générent des
solutions approchées de I'EDPS. Les matrices de précisions de ces champs
Gauss-Markov peuvent étre utilisées pour formuler les matrices de précisions

des champs gaussiens. Par exemple :
@ pour v =1, la matrice de précision s’écrit :
1

—2a 2
4—&—32 —2a 1

@ pourv=2:
-1
3a -3
-3(a*+3) 6a -3
a(a®+12) —3(a’+3) 3a -1

@ La matrice est de moins en moins creuse ; I'effet aléatoire en un point
dépend d'un voisinage plus étendu.
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ler approximation : Approche SPDE

Fig. 2 Left panel: locations of

the 24 monitoring stations in ‘
Piemonte region. Right panel:
triangulation of Piemonte region J-‘; “
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Fig. 3 Left panel: example of a spatial random field (left) given by X (s) = cos(s|) + sin(sy), where

§ = {s1.52}. Right panel: corresponding finite element rep ion of the spatial random field X (s)
according to Eq. (9)
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2e approximation : INLA

La probabilité conjointe du champ latent et des hyperparameétres s'écrit :

7(x, 0ly) o< w(O)n(x|0)(y|x, 6) o 7(0)(x19) [ = (vl 0)
i€

avec 6 : les paramétres, x : le champ latent, y : les observations
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2e approximation : INLA

La probabilité conjointe du champ latent et des hyperparameétres s'écrit :

7(x, 0ly) o< w(O)n(x|0)(y|x, 6) o 7(0)(x19) [ = (vl 0)
i€

avec 6 : les paramétres, x : le champ latent, y : les observations

=» Long a estimer (via des méthodes type MCMC)
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2e approximation : INLA

2e approximation : INLA

La probabilité conjointe du champ latent et des hyperparameétres s'écrit :

7(x, 0ly) o< w(O)n(x|0)(y|x, 6) o 7(0)(x19) [ = (vl 0)
i€

avec 6 : les paramétres, x : le champ latent, y : les observations

=» Long a estimer (via des méthodes type MCMC)

La méthode INLA consiste a approximer les distributions marginales
m(0ly) et m(xil0,y) :

o 7 (xly) = [ % (x16,y) #(6ly)do

o @ (0ily) = [ ®(0ly)do_;



Modélisation spatiale, approche SPDE et INLA
L]

Bilan

Bilan

@ INLA : Estimation des lois marginales des effets aléatoires et des
hyperparamétres par des approximations de Laplace emboitées

@ Approche SPDE (1ler résultats) : Approximation d'un champ
gaussien par un champ Gauss-Markov

=» Valide pour des champs latents gaussiens

@ Approche SPDE (2e résultats) : Interpolation linéaire pour relier le
champ gaussien (définie sur une maille discréte) aux observations
(définies sur un domaine continu)

=» Attention a la construction de la maille
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Données
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Création de la mesh

Création de la mesh
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Construction de I'objet SPDE

myspde=inla.spde2.pcmatern( mesh,
2,
c(.01,.1),
c(25,0.5))

# Matrice d'observation pour faire le lien
# entre les noeuds de la mesh et les points d'observation
A=inla.spde.make.A(mesh, xy_0BS)

# Vecteur des indices pour les noeuds de la mesh
idx.spatial=inla.spde.make.index("spatial",
mesh$n)
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Construction du modéle de régression

Construction du modéle de régression

Premiérement, on construit un dataframe de covariable.

covar.df=data.frame( 1,
xy_OBS[,1],
xy_O0BS[,2])

# Creation du stack pour les données et les indices
mystack=inla.stack( list( 0BS_daily2014$PM10),
list(4,1),
list(idx.spatial,covar.df))

# Ecriture des formules du modéle
myformula=pm10~-1+intercept+f (spatial, myspde)

N.b.: comme on écrit I'intercept de facon explicite, on doit inclure “-1"
dans |'expression du modeéle.
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Ajustement du modele avec R-INLA

fit=inla(myformula,
inla.stack.data(mystack),

"gaussian",
list(A=inla.stack.A(mystack),
FALSE),
list( "eb",
"gaussian"),
FALSE)

summary (fit)
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Ajustement du modéle avec R-INLA

##
##
##
##
##
#:
##
##
##
#:
##
#
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
#;
##
##
#:
##

*

#*

*

*

*

Registered S3 method overwritten by ’cli’:

method from
print.boxx spatstat.geom
Call:
c("inla(formula = myformula, family = \"gaussian\", data =
inla.stack.data(mystack), ", " verbose = FALSE, control.predictor =
list(A = inla.stack.A(mystack), ", " compute = TRUE, link = 1),
control.inla = list(int.strategy = \"eb\", ", " strategy =
\"gaussian\"))")
Time used:

Pre = 0.832, Running = 99.7, Post = 8.58, Total = 109
Fixed effects:

mean sd 0.025quant 0.5quant 0.975quant mode kld
intercept 18.058 0.324 17.423 18.058 18.694 18.058 0
Random effects:

Name Model
spatial SPDE2 model

Model hyperparameters:

mean  sd 0.025quant 0.5quant

Precision for the Gaussian observations 0.009 0.000 0.009 0.009

Range for spatial 0.021 0.005 0.012 0.021

Stdev for spatial 4.326 0.392 3.655 4.289
0.975quant mode

Precision for the Gaussian observations 0.009 0.009

Range for spatial 0.031 0.021

Stdev for spatial 5.190 4.192

Expected number of effective parameters(stdev): 197.22(0.00)

Number of equivalent replicates : 380.71

Marginal log-Likelihood: -283189.30
Posterior marginals for the linear predictor and
the fitted values are computed
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Predictions avec R-INLA

Predictions avec R-INLA

Pour calculer les predictions, la donnée d’entrée (inla.stack) doit étre
un peu modifié. On ajoute des valeurs NA au vecteur d'observations et
INLA prédit les valeurs du champ latent sur ces points.

# Construction de la grille de projection
proj_grid=inla.mesh.projector (mesh,
range (bound$loc[,11),
range (bound$loc[,2]),
©(100,100))

xygrid=as.matrix(expand.grid(proj_grid$x,proj_gridsy))

# Construction la matrice de projection
A=inla.spde.make.A(mesh,
rbind(xygrid,xy_0BS))

covar.df=data.frame( 1,
c(xygrid[,1],

xy_0BS[,11),

c(xygridl,2],

xy_0Bs[,21))

# Creation du stack avec toutes les données et les indices: on ajoute des NA dans le vecteur d'observation
mystack=inla.stack( list( c(rep(NA,nrow(xygrid)),
0BS_daily2014$PM10)),
list(A,1),
1list(idx.spatial,covar.df),
"mytag")
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Predictions avec R-INLA

Lors de I'ajustement, on spécifie I'argument compute=TRUE (pour calculer les
valeurs ajustées et les valeurs prédites) et link=1.

Le temps de calcul peut étre beaucoup plus long puisque R-INLA calcule aussi les prédictions sur I'ensemble de la grille

fit=inla(myformula,
inla.stack.data(mystack),
"gaussian",
list(A=inla.stack.A(mystack),
TRUE,
1) g
list( "eb",
"gaussian"),
FALSE)
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Predictions avec R-INLA
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Predictions avec R-INLA

Histogram of resid

Density

resid
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Exercice ?

@ Ajout de covariables au modeéle (i.e. prédicteurs linéaires comme
variable explicative)

e Evaluation/comparaison de modéles
@ Passage a un modele spatio-temporel

o Construction d'un modéle intégré (plusieurs sources de données)
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Quelques références utiles

ADVANCED

'IAL MODELING Chapman & Hall/CRC Biostatistics Series MARTA BLANGIARDO * MICHELA CAMELETTI

Spatial and

RENTIAL EQUATIONS Geospatial Health Data Spatio-temporal
NG R AND INLA Modeling and Visualization P 2 P

with R-INLA and Shiny Bayesian Models

o withR :

Paula Moraga
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Quelques références utiles

Chapman & Hall/CRC Biostatistics Series MARTA BLANGIARDO * MICHELA CAMELETTI

Spatial and

Geospatial Health Data SPatin-temporm

Modeling and Visualization 2

with R-INLA and Shiny Bayesian Models
with R - INL

Paula Moraga

: Qi

R-Inla peut paraitre difficile 3 prendre en main (background mathématique,
formatage de la donnée, construction de la matrice d'observation A et construction
des cartes de prédiction)
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Quelques références utiles

Chapman & Hall/CRC Biostatistics Series MARTA BLANGIARDO * MICHELA CAMELETTI

Spatial and

Geospatial Health Data SPatin-temporm

Modeling and Visualization 2

with R-INLA and Shiny Bayesian Models
with R - INL

Paula Moraga

: Qi

R-Inla peut paraitre difficile 3 prendre en main (background mathématique,
formatage de la donnée, construction de la matrice d'observation A et construction
des cartes de prédiction)

=» Pas tant que ca. ..
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Chapman & Hall/CRC Biostatistics Series MARTA BLANGIARDO * MICHELA CAMELETTI

Spatial and

Geospatial Health Data SPatin-temporm

Modeling and Visualization 2

with R-INLA and Shiny Bayesian Models
with R - INL

Paula Moraga

: Qi

R-Inla peut paraitre difficile 3 prendre en main (background mathématique,
formatage de la donnée, construction de la matrice d'observation A et construction
des cartes de prédiction)

=» Pas tant que ca. ..

=» Sinon le package Inlabru a pour but de rendre plus accessible I'outil d'inférence
INLA
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